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Ñîäåðæàíèå

Äâà ñëîâà î ìàòåìàòèêå.
×èñëî, ôóíêöèÿ, çàêîí.
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÿâëåíèÿ.
(Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èëè ó÷èìñÿ ïèñàòü.)
Ñêîðîñòü, ïðîèçâîäíàÿ, äèôôåðåíöèðîâàíèå.
Âûñøèå ïðîèçâîäíûå, çà÷åì?
Ñíîâà ê ÷èñëó.
È ÷òî òåïåðü?
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Äâà ñëîâà î ìàòåìàòèêå.
Ìàòåìàòèêà � íàóêà àáñòðàêòíàÿ. Íàïðèìåð, îíà ó÷èò ñëîæå-

íèþ, íå ñïðàøèâàÿ, ñ÷èòàåì ëè ìû âîðîí, êàïèòàë èëè ÷òî-òî åù�å.
Ïîýòîìó ìàòåìàòèêà îäíà èç ñàìûõ óíèâåðñàëüíûõ è îáùåóïîòðå-
áèòåëüíûõ ïðèêëàäíûõ íàóê. Â íåé êàê íàóêå, êîíå÷íî, åñòü è åù�å
êîå-÷òî, ïî÷åìó ê ìàòåìàòèêå îáû÷íî îòíîñÿòñÿ ñ óâàæåíèåì: îíà
ó÷èò ñëûøàòü àðãóìåíò è öåíèòü èñòèíó.

×èñëî, ôóíêöèÿ, çàêîí.
Ê ÷óäåñàì ëþäè ïðèâûêàþò áûñòðî è ¾Íå ìîæåò áûòü???¿ âñêîðå

íåçàìåòíî ïðåâðàùàåòñÿ â ¾Íå ìîæåò áûòü èíà÷å!!!¿.
Ìû óæå íàñòîëüêî ñâûêëèñü ñ òåì, ÷òî 2 + 3 = 5, ÷òî íå âèäèì

òóò íèêàêîãî ÷óäà. À âåäü òóò íå ñêàçàíî, ÷òî äâà ÿáëîêà è åù�å
òðè ÿáëîêà áóäåò ïÿòü ÿáëîê, à ñêàçàíî, ÷òî ýòî òàê è äëÿ ÿáëîê,
è äëÿ ñëîíîâ, è äëÿ âñåãî ïðî÷åãî. Ýòî ìû óæå îòìåòèëè.

Ïîòîì ìû ñâûêàåìñÿ ñ òåì, ÷òî a + b = b + a, ãäå òåïåðü óæå
ñèìâîëû a è b ìîãóò îçíà÷àòü è 2, è 3, è ëþáûå öåëûå ÷èñëà.

Ôóíêöèÿ, èëè ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü, � ýòî î÷åðåäíîå ìà-
òåìàòè÷åñêîå ÷óäî. Îíî ñðàâíèòåëüíî ìîëîäî: åìó, êàê íàó÷íîìó
ïîíÿòèþ, âñåãî òðè ñ íåáîëüøèì ñîòíè ëåò, õîòÿ â ïðèðîäå è äàæå
â áûòó ìû ñ íèì ñòàëêèâàåìñÿ íèêàê íå ðåæå, ÷åì ñî ñëîíàìè èëè
äàæå ñ òåìè æå ÿáëîêàìè.

Êàæäàÿ íàóêà èëè îáëàñòü ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè îòíîñèò-
ñÿ ê êàêîé-òî êîíêðåòíîé ñôåðå îáúåêòîâ è èõ âçàèìîñâÿçåé. Ýòè
ñâÿçè, çàâèñèìîñòè, çàêîíû ìàòåìàòèêà îïèñûâàåò è èçó÷àåò â îò-
âëå÷åííîì è ïîòîìó îáùåïîëåçíîì âèäå, îáúåäèíÿÿ èõ òåðìèíîì
ôóíêöèÿ èëè ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü y = f(x) ñîñòîÿíèÿ
(çíà÷åíèÿ) îäíîé âåëè÷èíû (y) îò ñîñòîÿíèÿ (çíà÷åíèÿ) äðóãîé (x).

Îñîáåííî âàæíî òî, ÷òî òåïåðü óæå ðå÷ü íå î ïîñòîÿííûõ, à î
ïåðåìåííûõ âåëè÷èíàõ x è y, ñâÿçàííûõ çàêîíîì f . Ôóíêöèÿ ïðè-
ñïîñîáëåíà ê îïèñàíèþ ðàçâèâàþùèõñÿ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé, ê îïè-
ñàíèþ õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ èõ ñîñòîÿíèé è âîîáùå ê îïèñàíèþ çà-
âèñèìîñòåé ïåðåìåííûõ âåëè÷èí.

Èíîãäà çàêîí f ñâÿçè èçâåñòåí (äàí) (íàïðèìåð, ãîñóäàðñòâîì
èëè òåõíîëîãè÷åñêèì ïðîöåññîì) è òîãäà â óñëîâèÿõ äåéñòâèÿ çà-
êîíà f ìû, íàïðèìåð, ÷àñòî ñòàðàåìñÿ òàê âûáðàòü ñòðàòåãèþ, ò.å.
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ñîñòîÿíèå (çíà÷åíèå) äîñòóïíîé íàøåìó âûáîðó íåçàâèñèìîé ïåðå-
ìåííîé x, ÷òîáû ïîëó÷èòü íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíîå äëÿ íàñ â òîì
èëè èíîì îòíîøåíèè ñîñòîÿíèå (çíà÷åíèå) íóæíîé íàì âåëè÷èíû
y (ó÷èòûâàÿ, ÷òî y = f(x)).

Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ (è ýòî äàæå èíòåðåñíåå) èùåòñÿ ñàì çàêîí ïðè-
ðîäû f , ñâÿçûâàþùèé ÿâëåíèÿ. È õîòÿ ýòî äåëî êîíêðåòíûõ íàóê,
ìàòåìàòèêà è çäåñü áûâàåò óäèâèòåëüíî ïîëåçíà ïîòîìó, ÷òî ÷à-
ñòî ïî êàçàëîñü áû î÷åíü ìàëîé èñõîäíîé êîíêðåòíîé èíôîðìà-
öèè, êîòîðîé ðàñïîëàãàþò òå èëè èíûå ïðîôåññèîíàëû, îíà, ïîäîá-
íî Øåðëîêó Õîëìñó, ñïîñîáíà ñàìà äàëüøå íàéòè çàêîí f (ðåøàÿ
èëè èññëåäóÿ íåêîòîðûå íîâûå, òàê íàçûâàåìûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ, êîòîðûõ íå áûëî ó äðåâíèõ ìàòåìàòèêîâ è êîòîðûå âîç-
íèêëè ñ ïîÿâëåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëå-
íèÿ íà ðóáåæå XVII-XVIII âåêîâ óñèëèÿìè Íüþòîíà, Ëåéáíèöà, èõ
ïðåäøåñòâåííèêîâ è ïîñëåäîâàòåëåé).

Èòàê, îòêðûâàåì áóêâàðü ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÿâëåíèÿ.
(Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èëè ó÷èìñÿ ïèñàòü.)
Îäíèì èç íàèáîëåå ÿðêèõ è äîëãî ñîõðàíÿþùèõñÿ âïå÷àòëåíèé

îò øêîëüíîé ìàòåìàòèêè, êîíå÷íî, ÿâëÿåòñÿ ìàëåíüêîå ÷óäî, êîãäà
÷òî-òî âàì íåèçâåñòíîå âû çàêîëäîâûâàåòå áóêâîé x èëè òàì áóê-
âàìè x, y, ïîòîì ïèøåòå ÷òî-òî âðîäå à · x = b èëè êàêóþ-íèáóäü
ñèñòåìó óðàâíåíèé

{
2x + y = 1,
x − y = 2,

ïîñëå ÷åãî ïàðîé ìàòåìàòè÷åñêèõ çàêëèíàíèé îòêðûâàåòå òî, ÷òî
áûëî íåèçâåñòíî: x = 1, y = −1.

Äàâàéòå ïîïðîáóåì íàó÷èòüñÿ õîòÿ áû ïèñàòü óðàâíåíèÿ â íîâîé
ñèòóàöèè, êîãäà íàì íàäî íàéòè íå êàêîå-òî îäíî ÷èñëî, à íåèç-
âåñòíûé íàì çàêîí ñâÿçè âàæíûõ äëÿ íàñ ïåðåìåííûõ âåëè÷èí, ò.å.
êîãäà ìû èùåì íóæíóþ ôóíêöèþ. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìå-
ðû.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû ñíà÷àëà áóäåì ãîâîðèòü î áèîëîãèè (ðàç-
ìíîæåíèè ìèêðîîðãàíèçìîâ, ðîñòå áèîìàññû, ýêîëîãè÷åñêèõ îãðà-
íè÷åíèÿõ è ò.ï.), íî áóäåò ÿñíî, ÷òî ïðè æåëàíèè âñå ýòî ìîæíî
ïåðåíåñòè â äðóãèå ñôåðû è ãîâîðèòü î ðîñòå êàïèòàëà, ÿäåðíîé
ðåàêöèè, àòìîñôåðíîì äàâëåíèè è òàê äàëåå, è òîìó ïîäîáíîå.

Äëÿ ðàçìèíêè ïîëóøóòî÷íûé âîïðîñ:
Ïðîñòåéøèé îðãàíèçì, êîòîðûé åæåñåêóíäíî ðàçìíîæàåòñÿ äå-

ëåíèåì ïîïîëàì (óäâîåíèåì), ïîëîæèëè â ïóñòîé ñòàêàí. ×åðåç îä-
íó ìèíóòó ñòàêàí íàïîëíèëñÿ. Çà êàêîå âðåìÿ íàïîëíèòñÿ ïóñòîé
ñòàêàí, åñëè â íåãî ïîëîæèòü íå îäèí, à äâà ýòèõ ïðîñòåéøèõ îð-
ãàíèçìà?

Òåïåðü áëèæå ê äåëó è îáåùàííûì ïðèìåðàì.
1. Èçâåñòíî, ÷òî â áëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèÿõ ñêîðîñòü ðàçìíîæå-

íèÿ ìèêðîîðãàíèçìîâ, ò.å. ñêîðîñòü ðîñòà áèîìàññû, ïðîïîðöèî-
íàëüíà (ñ íåêîòîðûì êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè k) íà-
ëè÷íîìó êîëè÷åñòâó áèîìàññû. Íàäî íàéòè çàêîí x = x(t) èçìå-
íåíèÿ áèîìàññû âî âðåìåíè, åñëè èçâåñòíî å�å íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå
x(0) = x0.

Ïî íàøèì ïðåäñòàâëåíèÿì, çíàé ìû ñàì çàêîí x = x(t) èçìå-
íåíèÿ âåëè÷èíû x, ìû áû çíàëè è ñêîðîñòü åå èçìåíåíèÿ â ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè t. Íå âäàâàÿñü ïîêà â îáñóæäåíèå òîãî, êàê èìåííî
ïî x(t) íàõîäèòü ýòó ñêîðîñòü, îáîçíà÷èì å�å ÷åðåç x′(t). Ïîñêîëüêó
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ôóíêöèÿ x′ = x′(t) ïîðîæäàåòñÿ ôóíêöèåé x = x(t), å�å â ìàòåìà-
òèêå íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè x = x(t). (Êàê íàõîäèòü
ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè è ìíîãîìó äðóãîìó ó÷èò äèôôåðåíöèàëüíîå
èñ÷èñëåíèå. Îíî âïåðåäè.)

Òåïåðü ìîæíî êîðîòêî çàïèñàòü, ÷òî íàì äàíî:

x′(t) = k · x(t) , (1)

ïðè÷åì x(0) = x0. Õîòèì æå ìû íàéòè ñàìó çàâèñèìîñòü x = x(t).
Ìû íàïèñàëè ïåðâîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1). Âîîáùå,

äèôôåðåíöèàëüíûìè íàçûâàþò óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå ïðîèçâîä-
íûå (íåêîòîðûå îãîâîðêè è óòî÷íåíèÿ çäåñü ïîêà íåóìåñòíû). Êñòà-
òè, äëÿ óïðîùåíèÿ òåêñòà â çàïèñè óðàâíåíèÿ íåçàâèñèìóþ ïåðå-
ìåííóþ ÷àñòî îïóñêàþò. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå (1) ïèøóò â âèäå
x′ = k · x. Åñëè áû èñêîìàÿ ôóíêöèÿ áûëà îáîçíà÷åíà áóêâîé f
èëè u, òî òî æå óðàâíåíèå èìåëî áû âèä f ′ = k · f èëè u′ = k · u
ñîîòâåòñòâåííî.

Óæå ñåé÷àñ ÿñíî, ÷òî åñëè ìû íàó÷èìñÿ íå òîëüêî ïèñàòü, íî è
ðåøàòü èëè èññëåäîâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, òî ìû ñìî-
æåì ìíîãîå óçíàòü è ïðåäâèäåòü. Èìåííî ïîýòîìó ñàêðàìåíòàëü-
íàÿ ôðàçà Íüþòîíà, îòíîñèâøàÿñÿ ê íîâîìó èñ÷èñëåíèþ, çâó÷àëà
ïðèìåðíî òàê: ¾Ïîëåçíî ðåøàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿.
Óïðàæíåíèå. Ñâÿæèòå íàïèñàííîå óðàâíåíèå ñ ðàññìîòðåííûì

ïðèìåðîì ðàçìíîæåíèÿ â ñòàêàíå. Êàêîâû òóò êîýôôèöèåíò k, íà-
÷àëüíîå óñëîâèå x(0) = x0 è ñàìà çàâèñèìîñòü x = x(t) ?

Ïîïðîáóåì ïî ãîðÿ÷èì ñëåäàì çàïèñàòü óðàâíåíèåì åù�å íåñêîëü-
êî êîíêðåòíûõ âîïðîñîâ.
2. Äîïóñòèì òåïåðü, êàê ýòî âñåãäà è ñëó÷àåòñÿ, ÷òî åäû íå áåñ-

êîíå÷íî ìíîãî è ñðåäà ìîæåò ïðîêîðìèòü íå áîëåå ÷åì M îñîáåé
èëè áèîìàññó, íå ïðåâûøàþùóþ çíà÷åíèÿ M . Òîãäà, íàäî ïîëàãàòü,
ñêîðîñòü ðîñòà áèîìàññû áóäåò óìåíüøàòüñÿ, íàïðèìåð, ïðîïîðöè-
îíàëüíî îñòàþùèìñÿ âîçìîæíîñòÿì ñðåäû. Çà ìåðó îñòàþùèõñÿ
âîçìîæíîñòåé ìîæíî âçÿòü ðàçíîñòü M − x(t) èëè ëó÷øå âçÿòü
áåçðàçìåðíóþ âåëè÷èíó 1 − x(t)

M
. Ýòîé ñèòóàöèè âìåñòî óðàâíåíèÿ

(1), î÷åâèäíî, îòâå÷àåò óðàâíåíèå

x′ = k · x ·
(
1− x

M

)
, (2)

êîòîðîå ïåðåõîäèò â (1) íà ñòàäèè, êîãäà x(t) åù�å ìíîãî ìåíüøå M .
Íàîáîðîò, êîãäà x(t) áëèçêî ê M , ñêîðîñòü ðîñòà ñòàíîâèòñÿ áëèç-
êîé ê íóëþ, ò.å. ðîñò ïðåêðàùàåòñÿ, ÷òî åñòåñòâåííî. Êàê èìåííî
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âûãëÿäèò çàêîí x = x(t) â ýòîì ñëó÷àå, ìû íàéäåì ïîçæå, îâëàäåâ
êîå-êàêèìè íàâûêàìè.
Óïðàæíåíèå. Òåëî, èìåâøåå íà÷àëüíóþ òåìïåðàòóðó T0, îñòû-

âàåò â ñðåäå, èìåþùåé ïîñòîÿííóþ òåìïåðàòóðó C. Ïóñòü T = T (t)
çàêîí èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû òåëà âî âðåìåíè. Íàïèøèòå óðàâ-
íåíèå, êîòîðîìó äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ýòà ôóíêöèÿ, ñ÷èòàÿ, ÷òî
ñêîðîñòü îñòûâàíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè òåìïåðàòóð òåëà è
ñðåäû.

Ñêîðîñòü v(t) èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû x(t) ìû íàçâàëè ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè x = x(t) è îáîçíà÷èëè x′(t). Óñêîðåíèå a(t), êàê èçâåñòíî,
ýòî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè v(t). Çíà÷èò a(t) = v′(t) = (x′)′(t),
ò.å. ïî îòíîøåíèþ ê èñõîäíîé ôóíêöèè ýòî ïðîèçâîäíàÿ îò å�å ïðî-
èçâîäíîé. Îíà íàçûâàåòñÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé èñõîäíîé ôóíêöèè
è ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ êàê x′′(t). (Äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ ïîÿâÿòñÿ ïîç-
æå.) Åñëè ìû óìååì íàõîäèòü ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, òî, ïîâòîðÿÿ
ïðîöåäóðó, ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíóþ x(n)(t) ëþáîãî ïîðÿäêà
n îò èñõîäíîé ôóíêöèè x = x(t).
3. Ïóñòü, íàïðèìåð, x = x(t) � çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè ìàññû

m, ò.å. êîîðäèíàòû ïîëîæåíèÿ òî÷êè êàê ôóíêöèè âðåìåíè. Äëÿ
ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò âäîëü ïðÿìîé
(ãîðèçîíòàëüíîé èëè âåðòèêàëüíîé), òîãäà êîîðäèíàòà òîëüêî îäíà.

Êëàññè÷åñêèé çàêîí Íüþòîíà m ·a = F , ñâÿçûâàþùèé ñèëó, äåé-
ñòâóþùóþ íà òî÷êó ìàññû m, ñ âûçâàííîé ýòèì äåéñòâèåì óñêîðå-
íèåì òî÷êè, òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

m · x′′(t) = F (t) (3)

èëè, ñîêðàùåííî, m · x′′ = F .
Åñëè äåéñòâóþùàÿ ñèëà F (t) èçâåñòíà, òî ñîîòíîøåíèå m·x′′ = F

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (âòîðîãî
ïîðÿäêà) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè x(t).

Íàïðèìåð, åñëè F � ýòî ñèëà òÿæåñòè ó ïîâåðõíîñòè Çåìëè, òî
F = mg, ãäå g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íàøå
óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä x′′(t) = g. Êàê âû çíàåòå, åù�å Ãàëèëåé
íàø�åë, ÷òî â ñâîáîäíîì ïàäåíèè x(t) = 1

2
gt2 + v0t + x0, ãäå x0 �

íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå, à v0 � íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òî÷êè.
×òîáû õîòÿ áû ïðîâåðèòü, ÷òî óêàçàííàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâî-

ðÿåò óðàâíåíèþ, óæå íàäî óìåòü äèôôåðåíöèðîâàòü ôóíêöèþ, ò.å.
íàõîäèòü å�å ïðîèçâîäíóþ. Â íàøåì ñëó÷àå íóæíà äàæå âòîðàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ.

×óòü íèæå ìû ïðèâåäåì òàáëè÷êó íåêîòîðûõ ôóíêöèé è èõ ïðî-
èçâîäíûõ. Âûâîä å�å áóäåò ñäåëàí ïîçæå âî âðåìÿ ñèñòåìàòè÷åñêîãî
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èçëîæåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. À ñåé÷àñ ïîïðîáóéòå
ñàìè ñäåëàòü ñëåäóþùåå.
Óïðàæíåíèå. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ â àò-

ìîñôåðå. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ. Ñ÷èòàéòå
å�å ïðîïîðöèîíàëüíîé ïåðâîé (èëè âòîðîé) ñòåïåíè ñêîðîñòè äâè-
æåíèÿ. (Ñêîðîñòü ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íå ðàñòåò äî áåñêîíå÷íîñòè
èìåííî ââèäó ïðèñóòñòâèÿ ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ.)

Èòàê, íàäî áû íàó÷èòüñÿ âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíûå.
Ñêîðîñòü, ïðîèçâîäíàÿ, äèôôåðåíöèðîâàíèå.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà çíàêîìóþ ñèòóàöèþ, ãäå ìû ìîæåì îáðà-

òèòüñÿ ê íàøåé èíòóèöèè (è ñìåíèì îáîçíà÷åíèå x(t) íà s(t)).
Ïóñòü òî÷êà äâèæåòñÿ âäîëü ÷èñëîâîé îñè, s(t) � å�å êîîðäèíàòà

â ìîìåíò t, à v(t) = s′(t) � å�å ñêîðîñòü â òîò æå ìîìåíò t. Çà ïðîìå-
æóòîê âðåìåíè h, ïðîøåäøèé ïîñëå ìîìåíòà t, òî÷êà ñìåñòèòñÿ â
ïîëîæåíèå s(t+h). Ïî íàøèì ïðåäñòàâëåíèÿì î ñêîðîñòè, âåëè÷èíà
s(t+h)−s(t) ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè h,
ïðîøåäøèé ïîñëå ìîìåíòà t, è å�å ñêîðîñòü v(t) â ìîìåíò t ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì

s(t + h)− s(t) ≈ v(t) · h (4)

èëè, èíà÷å, v(t) ≈ s(t+h)−s(t)
h

, è ýòî ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî òåì òî÷-
íåå, ÷åì ìåíüøå ïðîìåæóòîê âðåìåíè h, ïðîøåäøèé ïîñëå ìîìåíòà
t.

Çíà÷èò, íàäî ïîëàãàòü,

v(t) := lim
h→0

s(t + h)− s(t)

h
,

ò.å. ìû îïðåäåëÿåì v(t) êàê ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíê-
öèè ê ïðèðàùåíèþ e�e àðãóìåíòà, êîãäà ïîñëåäíåå ñòðåìèòñÿ ê íó-
ëþ.

Òåïåðü íàì íè÷åãî íå ñòîèò, êîïèðóÿ ýòîò ïðèìåð, äàòü îáùåå
îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ f ′(x) ïðîèçâîäíîé f ′ ôóíêöèè f â òî÷êå x:

f ′(x) := lim
h→0

f(x + h)− f(x)

h
, (5)

ò.å. f ′(x) åñòü ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ∆f = f(x + h)− f(x)
ôóíêöèè ê ïðèðàùåíèþ ∆x = (x + h) − x e�e àðãóìåíòà, êîãäà
ïîñëåäíåå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Ñîîòíîøåíèå (5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ïîäîáíîé (4) äðóãîé è, áûòü
ìîæåò, ñàìîé óäîáíîé è ïîëåçíîé ôîðìå:

f(x + h)− f(x) = f ′(x)h + î(h) , (6)
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ãäå î(h) � íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà (ïîïðàâêà), ìàëàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ
h ïðè ñòðåìëåíèè h ê íóëþ. (Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî îòíîøåíèå
î(h)/h ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè h ê íóëþ.)

Ïðîäåëàåì íåñêîëüêî ïðîáíûõ ðàñ÷åòîâ.
1. Ïóñòü f � ïîñòîÿííàÿ, ò.å. f(x) ≡ c.

Òîãäà, î÷åâèäíî, ∆f = f(x + h) − f(x) ≡ 0 è f ′(x) ≡ 0, ÷òî åñòå-
ñòâåííî: ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ðàâíà íóëþ, åñëè èçìåíåíèé íåò.
2. Åñëè f(x) = x, òî f(x + h)− f(x) = h, ïîýòîìó f ′(x) ≡ 1.

À åñëè f(x) = kx, òî f(x + h)− f(x) = kh è f ′(x) ≡ k.
3. Êñòàòè, òóò ìîæíî ñäåëàòü äâà î÷åâèäíûõ, íî âåñüìà ïîëåç-

íûõ îáùèõ íàáëþäåíèÿ: åñëè ôóíêöèÿ f èìååò ñâîåé ïðîèçâîäíîé
f ′, òî ôóíêöèÿ cf , ãäå c � ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü, èìååò ñâîåé ïðî-
èçâîäíîé cf ′, ò.å. (cf)′ = cf ′; â ýòîì æå ñìûñëå (f +g)′ = f ′+g′, ò.å.
ïðîèçâîäíàÿ ñóììû ôóíêöèé ðàâíà ñóììå èõ ïðîèçâîäíûõ, åñëè
ïîñëåäíèå îïðåäåëåíû.
4. Ïóñòü f(x) = x2.

Òîãäà f(x + h) − f(x) = (x + h)2 − x2 = 2xh + h2 = 2xh + î(h),
ïîýòîìó f ′(x) = 2x.
5. Àíàëîãè÷íî, åñëè f(x) = x3, òî

f(x + h) − f(x) = (x + h)3 − x3 = 3x2h + 3xh2 + h3 = 3x2h + î(h),
ïîýòîìó f ′(x) = 3x2.
6. Òåïåðü ïîíÿòíî, ÷òî âîîáùå, åñëè f(x) = xn, òî ïîñêîëüêó

f(x+h)−f(x) = (x+h)n−xn = nxn−1h+î(h), èìååì f ′(x) = nxn−1.
7. Çíà÷èò, åñëè èìååì ìíîãî÷ëåí

P (x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x + an, òî
P ′(x) = na0x

n−1 + (n− 1)a1x
n−2 + · · ·+ an−1.

Ïðîáíîå ïðîùóïûâàíèå îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ñäåëàëè. Ðàç-
ðàáàòûâàòü è îñâàèâàòü òåõíèêó è ïðàêòèêó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
íàäî áóäåò îòäåëüíî. À ñåé÷àñ äëÿ ïðèìåðà è âàøåãî ñâåäåíèÿ ïðè-
âåäåì íåáîëüøóþ òàáëè÷êó ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ. Ïîòîì ìû
å�å ïîëó÷èì, ðàñøèðèì è óòî÷íèì.

f(x) f ′(x) f ′′(x) . . . f (n)(x)

ax ax ln a ax ln2 a . . . ax lnn a

ex ex ex . . . ex

sin x cos x − sin x . . . sin(x + nπ/2)

cos x − sin x − cos x . . . cos(x + nπ/2)

(1 + x)α α(1 + x)α−1 α(α− 1)(1 + x)α−2 . . . ?
xα αxα−1 α(α− 1)xα−2 . . . ?



10

Çäåñü å � ÷èñëî (å = 2, 7...), òàêîå æå âåçäåñóùåå â àíàëèçå, êàê π
â ãåîìåòðèè. Ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ å âìåñòî loge ÷àñòî îáîçíà÷à-
þò ÷åðåç ln, ÷òî è îòðàæåíî âî âòîðîé ñòðî÷êå òàáëèöû. Èñïîëüçî-
âàíèå ëîãàðèôìîâ ïî ýòîìó îñíîâàíèþ, íàçûâàåìûõ íàòóðàëüíûìè
ëîãàðèôìàìè, óïðîùàåò ìíîãèå ôîðìóëû (÷òî, íàïðèìåð, âèäíî â
òðåòüåé ñòðî÷êå òàáëèöû).
Óïðàæíåíèå. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ñòîëáåö f ′ ïðàâèëüíûé, ïðîâåðüòå

ñòîëáåö f (n) è äîçàïîëíèòå òàáëèöó, ñíÿâ âîïðîñû.
Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëèòå â êàæäîì ñëó÷àå çíà÷åíèå f (n)(0).
Óïðàæíåíèå. Ïîïðîáóéòå íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f(x) =

ekx è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1). Âûÿñíèòå, çà êàêîå âðåìÿ íà÷àëüíîå
ñîñòîÿíèå x0 (êàïèòàëà, áèîìàññû èëè åù�å ÷åãî-òî, ïîä÷èíÿþùåãî-
ñÿ ýòîìó óðàâíåíèþ) óäâîèòñÿ.

Âûñøèå ïðîèçâîäíûå, çà÷åì?
Çàìå÷àòåëüíûì è âåñüìà ïîëåçíûì ðàçâèòèåì öåíòðàëüíîãî ñî-

îòíîøåíèÿ (6), êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
f(x + h) = f(x) + f ′(x)h + î(h) , (7)

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà (ôîðìóëà Òåéëîðà)

f(x+h) = f(x)+
1

1!
f ′(x)h+

1

2!
f ′′(x)h2+...+

1

n!
f (n)(x)hn+î(hn) . (8)

Åñëè ïîëîæèòü çäåñü x = 0, à ïîòîì áóêâó h çàìåíèòü áóêâîé x, òî
ïîëó÷èì

f(x) = f(0) +
1

1!
f ′(0)x +

1

2!
f ′′(0)x2 + ... +

1

n!
f (n)(0)xn + î(xn) . (9)

Íàïðèìåð, åñëè f(x) = (1+x)α, òî âñëåä çà Íüþòîíîì íàéäåì, ÷òî

(1+x)α = 1+
α

1!
x+

α(α− 1)

2!
x2+...+

α(α− 1)...(α− n + 1)

n!
xn+î(xn) .

(10)
Èíîãäà â ôîðìóëå (9) ìîæíî ïðîäîëæèòü ñóììèðîâàíèå äî áåñ-

êîíå÷íîñòè, ëèêâèäèðîâàâ ïðè ýòîì ïîïðàâî÷íûé ÷ëåí.
Â ÷àñòíîñòè,

ex = 1 +
1

1!
x +

1

2!
x2 + ... +

1

n!
xn + ... (11)

cos x = 1− 1

2!
x2 + ... + (−1)k 1

(2k)!
x2k + ... (12)

sin x =
1

1!
x− 1

3!
x3 + ... + (−1)k 1

(2k + 1)!
x2k+1 + ... (13)
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Ìû ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå ñðàâíèòåëüíî ñëîæíûõ ôóíêöèé â âè-
äå ñóììû (áåñêîíå÷íîé ñóììû � ðÿäà) ïðîñòåéøèõ ôóíêöèé, äî-
ïóñêàþùèõ âû÷èñëåíèÿ îáû÷íûìè äåéñòâèÿìè àðèôìåòèêè. Êî-
íå÷íûå êóñêè ýòèõ ñóìì � ïîëèíîìû. Îíè äàþò õîðîøèå ïðèáëè-
æåíèÿ ðàñêëàäûâàåìûõ â òàêîé ðÿä ôóíêöèé.
Ñíîâà ê ÷èñëó.
Ìû âñå âðåìÿ ìîë÷àëèâî ïðåäïîëàãàëè, ÷òî èìååì äåëî ñ ôóíê-

öèÿìè, îïðåäåëåííûìè íà ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Íî ïðà-
âûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (11), (12), (13) èìåþò ñìûñë è ïðè ïîäñòàíîâêå
âìåñòî x êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x + iy. Òîãäà ìû ñìîæåì ñêàçàòü,
÷òî áû çíà÷èëî ez, cos z, sin z.
Óïðàæíåíèå. Îòêðîéòå âñëåä çà Ýéëåðîì ñâÿçûâàþùóþ ýëå-

ìåíòàðíûå ôóíêöèè ôîðìóëó eiϕ = cos ϕ + i sin ϕ è âûòåêàþùåå èç
íå�å çàìå÷àòåëüíî êðàñèâîå ñîîòíîøåíèå eiπ + 1 = 0, ñâÿçûâàþùåå
îñíîâíûå êîíñòàíòû ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê (àðèôìåòèêè, àëãåáðû,
àíàëèçà, ãåîìåòðèè è äàæå ëîãèêè).
È ÷òî òåïåðü?
Êàê ãîâîðèòñÿ, ¾íà ïàëüöàõ¿, áåç ïîäðîáíîñòåé è îáîñíîâàíèé

âàì äàíî íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå î äèôôåðåíöèàëüíîì èñ÷èñëå-
íèè � ÿäðå ïåðâîãî ñåìåñòðà êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïî
äîðîãå ìû âñòðåòèëèñü ñ ïîíÿòèÿìè ÷èñëà, ôóíêöèè, ïðåäåëà, ïðî-
èçâîäíîé, ðÿäà ..., êîòîðûõ ïîêà êîñíóëèñü òîëüêî ïîâåðõíîñòíî.

Òåïåðü, êîãäà âû çíàåòå, çà÷åì ÷òî íóæíî, ïðèäåòñÿ íà âðåìÿ
ïîãðóçèòüñÿ â ïîäðîáíîå, òùàòåëüíîå ðàññìîòðåíèå âñåõ ýòèõ ïîíÿ-
òèé è îáúåêòîâ. Ïîíèìàíèå èõ íåîáõîäèìî äëÿ ïðîôåññèîíàëüíîãî
ìàòåìàòèêà. Ïîëüçîâàòåëþ ýòî íå îáÿçàòåëüíî. Áîëüøèíñòâî âîäèò
àâòîìîáèëü, íå îòêðûâàÿ êàïîò. Íî ýòî òîëüêî ïîòîìó, ÷òî êòî-òî
õîðîøî ðàçáèðàåòñÿ â äâèãàòåëÿõ è ñäåëàë íàäåæíî ðàáîòàþùèé
àïïàðàò.


