
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ. 1 ñåìåñòð. ÑåäëåöêèéÀ.Ì. http://lib.math.msu.su

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ
ïðîô. À.Ì. Ñåäëåöêèé
1 êóðñ, 1 ñåìåñòð.

Ââåäåíèå â àíàëèç. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

1. Ìíîæåñòâà. Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè è èõ ñâîéñòâà. Îòîáðàæåíèÿ. Ïðîñòåéøàÿ
êëàññèôèêàöèÿ îòîáðàæåíèé. Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé. Êîìïîçè-
öèÿ áèåêöèé.

2. Àêñèîìàòèêà è ñâîéñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè ÷èñëîâîãî ìíî-
æåñòâà. Ëåììà î âåðõíåé ãðàíè.

3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè. Áè-
íîì Íüþòîíà. Ïðèíöèï Àðõèìåäà è åãî ñëåäñòâèÿ. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë. Ìîäóëü ÷èñëà è åãî ñâîéñòâà. Ìíîæåñòâà òî÷åê íà ïðÿìîé.

4. Ëåììà î âëîæåííûõ îòðåçêàõ. Ëåììà î êîíå÷íîì ïîêðûòèè. Ëåììà î ïðåäåëüíîé òî÷êå.
5. Ýêâèâàëåíòíûå ìíîæåñòâà. Ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà è èõ ñâîéñòâà. Íåñ÷åòíîñòü ìíîæåñòâà

[0, 1] è åå ñëåäñòâèÿ. Ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. Ñðàâíåíèå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà è ìîùíîñòè
ìíîæåñòâà âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ.

6. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû. Îãðàíè÷åííîñòü ñõîäÿùåéñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðåäåë è ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà. Ïåðåõîä ê ïðåäåëó
â íåðàâåíñòâå. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ïðåäåëàìè.

7. Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òåîðåìà î ïðåäåëå ìîíîòîííîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè. ×èñëî e.

8. ×àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òåîðåìà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà. Âåðõíèé
è íèæíèé ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èõ ñóùåñòâîâàíèå ó îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè. Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè. Ðàñøèðåíèå ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ðàñøèðåííûé âàðèàíò òåîðå-
ìû Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà. Âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â øèðîêîì ñìûñëå.

9. Ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå. Îïðåäåëåíèå, ïðèìåðû, îòðèöàíèå. Ëîêàëüíàÿ îãðàíè÷åí-
íîñòü ôóíêöèè, èìåþùåé ïðåäåë. Ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå ïî Ãåéíå. Ýêâèâàëåíòíîñòü ïîíÿ-
òèé ïðåäåëà ïî Êîøè è ïî Ãåéíå. Åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà. Áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè è èõ
ñâîéñòâà. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ïðåäåëàìè.

10. Ïåðåõîä ê ïðåäåëó (ôóíêöèè) â íåðàâåíñòâå. Ïðåäåë ïðîìåæóòî÷íîé ôóíêöèè. Ïåð-
âûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë. Êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå. Ïðå-
äåë ìîíîòîííîé ôóíêöèè.

11. Ïðåäåë ôóíêöèè ïî áàçå. Íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûå áàçû. Áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíê-
öèè è èõ ñâÿçü ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè. Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû. Ïðåäåë êîìïîçèöèè ôóíêöèé.
Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.

12. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå. Îïðåäåëåíèÿ, ïðèìåðû (y = const, y = x, y = sin x).
Îäíîñòîðîííÿÿ íåïðåðûâíîñòü. Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ðàçðûâà, ïðèìåðû. Ëîêàëüíûå ñâîé-
ñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Íåïðåðûâíîñòü ìíîãî÷ëåíà ðàöèîíàëüíîé è òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé.

13. Ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå. Òåîðåìà î íóëå íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè, ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ. Òåîðåìû Âåéåðøòðàññà îá îãðàíè÷åííîñòè è î äîñòè-
æèìîñòè òî÷íûõ ãðàíåé.

14. Òî÷êè ðàçðûâà ìîíîòîííîé ôóíêöèè, èõ õàðàêòåð è ìîùíîñòü. Êðèòåðèé íåïðåðûâ-
íîñòè ìîíîòîííîé ôóíêöèè. Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè. Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
ôóíêöèè.

15. Ïîñòðîåíèå ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè íà îñíîâå òåîðèè ïðåäåëîâ è íåïðåðûâíîñòè. Ëî-
ãàðèôìè÷åñêàÿ è ñòåïåííàÿ ôóíêöèè. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè. Îáðàòíûå ãèïåðáîëè÷å-
ñêèå ôóíêöèè.

16. Ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè. Ïðèìåðû. Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíê-
öèè, íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå. Ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè è åãî ñâîéñòâà.
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17. Ñðàâíåíèå ôóíêöèé. Ñèìâîëû �O� è �o�, èõ ñâîéñòâà. Ïðèìåðû. Êðèòåðèé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ôóíêöèé. Òàáëèöà ýêâèâàëåíòíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ. Çàìåíà ýêâèâàëåíòíûõ ïðè
âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ. Ïðèìåðû.

18. Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè. Ìåõàíè÷åñêèé è ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòü ôóíêöèè â òî÷êå, íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè. Íåïðå-
ðûâíîñòü ôóíêöèè, èìåþùåé ïðîèçâîäíóþ. Äèôôåðåíöèàë è åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.
Ïðîèçâîäíàÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèé. Èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû äèôôåðåíöèàëà. Ïðîèçâîäíàÿ
îáðàòíîé ôóíêöèè. Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

19. Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ. Ëîãàðèôìè÷åñêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå. Ïðîèçâîäíûå è äèô-
ôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ôîðìóëà Ëåéáíèöà. Ïàðàìåòðè÷åñêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå.
Ïðèìåð.

20. Òåîðåìà Ôåðìà, Ðîëëÿ, èõ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå, ãåî-
ìåòðè÷åñêèé ñìûñë, ñâÿçü ñ îäíîñòîðîííåé íåïðåðûâíîñòüþ. Áåñêîíå÷íûå ïðîèçâîäíûå. Òåî-
ðåìà Äàðáó.

21. Òåîðåìà Ëàãðàíæà è åå ñëåäñòâèÿ: ïîñòîÿíñòâî ôóíêöèè ñ íóëåâîé ïðîèçâîäíîé, ðàâ-
íîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé, äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìîíî-
òîííîñòè, äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâ, ïðåäåë ïðîèçâîäíîé, õàðàêòåð òî÷åê ðàçðûâà ïðîèç-
âîäíîé.

22. Òåîðåìà Êîøè. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ (ðàñêðûòèå íåîïðåäåëåííîñòåé âèäà 0/0 è ∞/∞).
Ñðàâíåíèå ðîñòà ïîêàçàòåëüíîé, ñòåïåííîé è ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèé.

23. Ôîðìóëà Òåéëîðà. Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â îáùåé ôîðìå. Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Êî-
øè, Ëàãðàíæà, Ïåàíî. Ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ïî ôîðìóëå Òåéëîðà�Ìàêëîðåíà.
Ïðèìåíåíèÿ.

24. Èññëåäîâàíèå ìîíîòîííîñòè è ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ïåðâîé ïðîèçâîä-
íîé. Êðàåâîé ýêñòðåìóì, äîñòàòî÷íîå óñëîâèå. Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè,
íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå.

25. Âûïóêëûå ôóíêöèè. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïóêëîñòè äèôôåðåíöèðó-
åìîé ôóíêöèè. Ãåîìåòðè÷åñêèé ýêâèâàëåíò âûïóêëîñòè. Âîãíóòûå ôóíêöèè.

26. Òî÷êè ïåðåãèáà ôóíêöèè. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå òî÷êè ïåðåãèáà, äîñòàòî÷íîå óñëîâèå.
Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ. Àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè.

27. Êëàññè÷åñêèå íåðàâåíñòâà (Éåíñåíà, Þíãà, Ã�åëüäåðà, Ìèíêîâñêîãî, ñðàâíåíèå ñðåä-
íåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ñî ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì).

28. Ïåðâîîáðàçíàÿ. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë Òàáëèöà èíòåãðàëîâ. Èíòåãðèðîâàíèå çà-
ìåíîé ïåðåìåííîé è ïî ÷àñòÿì. Îáîáùåííàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ.
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