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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ
ïðîô. Â.È. Ãàâðèëîâ
1 êóðñ, 2 ñåìåñòð.

1. Òî÷íàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèÿ; ìíîæåñòâî òî÷íûõ ïåðâîîáðàçíûõ íà èíòåðâàëå.
Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë íà èíòåðâàëå. Òàáëèöà íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ. Òåîðåìà î
ñâÿçè îïåðàöèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè îïåðàöèè èí-
òåãðèðîâàíèÿ. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì è çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ â íåîïðåäå-
ëåííîì èíòåãðàëå.

2. Ôóíêöèþ F , îïðåäåëåííóþ íà ïðîìåæóòêå 〈a, b〉, íàçîâåì ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèåé äëÿ
ôóíêöèè f íà 〈a, b〉, åñëè F íåïðåðûâíà íà 〈a, b〉, äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êàõ èíòåðâàëà (a, b),
çà âîçìîæíûì èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà K, è F ′(x) = f(x) äëÿ âñåõ x ∈ (a, b)\K.
Òåîðåìà î ìíîæåñòâå ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèé íà ïðîìåæóòêå. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë íà
ïðîìåæóòêå. Ñâÿçü îïåðàöèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè
íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà íà ïðîìåæóòêå. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â íåîïðåäåëåííîì
èíòåãðàëå íà ïðîìåæóòêå.

3. Áàçà ðàçìå÷åííûõ ðàçáèåíèé îòðåçêà. Èíòåãðàëüíûå ñóììû. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà
Ðèìàíà; èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè è äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû. Êðèòåðèé Êîøè èíòåãðèðó-
åìîñòè ôóíêöèè íà îòðåçêå. Ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî R[a, b]. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå
èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ èíòåãðàëüíûõ ñóìì.

4. Ñóììû Äàðáó; ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ. Ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ñóìì Äàðáó.
Ñâîéñòâî îòäåëèìîñòè ìíîæåñòâ íèæíèõ è âåðõíèõ ñóìì Äàðáó. Ñâÿçü ñóìì Äàðáó ñ èí-
òåãðàëüíûìè ñóììàìè. Ñóììû Äàðáó íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Íèæíèé è âåðõíèé èíòåãðàëû
Äàðáó. Òåîðåìà Äàðáó î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëîâ ñóìì Äàðáó. Êðèòåðèé Äàðáó èíòåãðèðó-
åìîñòè ôóíêöèè íà îòðåçêå. Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè â òåðìèíàõ åå êîëåáàíèé
íà îòðåçêàõ ðàçáèåíèÿ. Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå ðàç-
äåëÿþùåãî îòðåçêà.

5. Èíòåãðèðóåìîñòü íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå. Èíòåãðèðóåìîñòü îãðàíè÷åííîé
ôóíêöèè ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì òî÷åê ðàçðûâà íà îòðåçêå. Ñòèðàíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
èíòåãðàëîì Ðèìàíà. Èíòåãðèðóåìîñòü ìîíîòîííîé ôóíêöèè. Èíòåãðèðóåìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ
ôóíêöèé. Ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Îöåíêà àáñîëþòíîé âåëè÷èíû
îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Ïåðâàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì çíà÷åíèè. Ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè îïðå-
äåëåííîãî èíòåãðàëà.

6. Êâàäðèðóåìûå ôèãóðû íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè; ñâîéñòâà ïëîùàäè. Êðèòåðèé êâàä-
ðèðóåìîñòè. Ïëîùàäü ìåæäó ãðàôèêàìè.

7. Ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè è äèôôåðåíöèðóåìîñòè èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðå-
äåëîì. Ñóùåñòâîâàíèå òî÷íîé ïåðâîîáðàçíîé ó íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå ôóíêöèè. Ñóùåñòâî-
âàíèå ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè ó îãðàíè÷åííîé íà îòðåçêå ôóíêöèè ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì
òî÷åê ðàçðûâà. Ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â îïðåäåëåííîì
èíòåãðàëå. Èíòåãðèðîâàíèå ïîäñòàíîâêîé. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â èíòå-
ãðàëüíîé ôîðìå (è â ôîðìå Ëàãðàíæà). Âòîðàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì çíà÷åíèè; äîêàçàòåëüñòâî
â ÷àñòíîì ñëó÷àå. Ôîðìóëû Áîííå; äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû â îáùåì ñëó÷àå. Ôîðìóëà ñóì-
ìèðîâàíèÿ Ýéëåðà�Ìàêëîðåíà.

8. Ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè: òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âà-
ðèàöèè, àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà, îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû.

9. Äëèíà äóãè êðèâîé. Êðèòåðèé ñïðÿìëÿåìîñòè äóãè êðèâîé, ñâîéñòâà ñïðÿìëÿåìûõ
êðèâûõ. Âû÷èñëåíèå äóãè êëàññà C1.

10. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ïî ïðîìåæóòêàì; îñòàòîê èíòåãðàëà. Êðèòåðèé Êîøè ñõî-
äèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà. Ýòàëîííûå èíòåãðàëû. Ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè è ìîíîòîí-
íîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì è ïîäñòàíîâêîé íåñîáñòâåííîãî
èíòåãðàëà. Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè è ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ îò íåîò-
ðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé. Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü è îöåíêà ìîäóëÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà.
Ïðèçíàêè Àáåëÿ è Äèðèõëå ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ. Èíòåãðàëüíûå ñèíóñ è
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êîñèíóñ. Íåïîëíàÿ ôîðìóëà Ñòèðëèíãà: n! = cnn+1/2e−n(1 + o(1)), n → ∞ ñ óíèâåðñàëüíîé
ïîñòîÿííîé c > 0. ∗Âû÷èñëåíèå c =

√
2π.

11. Èíòåãðàë Ñòèëòüåñà. Ëèíåéíîå ñâîéñòâî èíòåãðàëà Ñòèëòüåñà. Èíòåãðèðîâàíèå ïî
÷àñòÿì. Èíòåãðèðóåìîñòü íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ïî ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè. Âû-
÷èñëåíèå èíòåãðàëà Ñòèëòüåñà. Îöåíêà ìîäóëÿ èíòåãðàëà Ñòèëòüåñà. Òåîðåìà î ñðåäíåì çíà-
÷åíèè.

12. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðèìåðû ìåòðèê â Rm, R[a, b], C[a, b], C(k)[a, b]. Ñâîéñòâà
îêðåñòíîñòåé òî÷êè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â ìåòðè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. Ñâîéñòâà êîìïàê-
òîâ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Êðèòåðèé êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà â Rm, m > 1.

13. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è â Rm, m > 1; ïîêîîðäèíàò-
íàÿ ñõîäèìîñòü. Ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîëíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà
è ïîëíîòà Rm, m > 1. Îñíîâíûå áàçû â Rm, m > 1. Ñâîéñòâà ïðåäåëà ôóíêöèè íåñêîëüêèõ
äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ â òî÷êå. Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ
äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ïîâòîðíûå ïðåäåëû ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

14. Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà; êðèòåðèé íåïðå-
ðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ â òåðìèíàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïîêîìïîíåíòíûå êðèòåðèè ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ïðåäåëà è íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå îòîáðàæåíèÿ èç Rm â Rn. Íåïðåðûâíîñòü êîì-
ïîçèöèè íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

15. Ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ñæèìàþùèå îòîá-
ðàæåíèÿ. Ïðèíöèï íåïîäâèæíîé òî÷êè ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà.

16. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ìåò-
ðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé è ôóíêöèé íà êîìïàêòàõ ìåò-
ðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñâÿçíûå ìíîæåñòâà â Rm, m > 1. Íåïðåðûâíûé îáðàç ñâÿçíîãî
ìíîæåñòâà. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà ñâÿçíûõ ìíîæåñòâàõ â Rm.

17. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè íåñêîëüêèõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé ôóíêöèè. Èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû äèôôåðåí-
öèàëà ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñâîéñòâà äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíê-
öèè íåñêîëüêèõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.

18. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Òåîðåìà î ïåðåñòàíîâêå ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ôîðìóëà
äëÿ äèôôåðåíöèàëà n-ãî ïîðÿäêà.

19. Ôîðìóëû Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ñ îñòàòî÷íûì
÷ëåíîì â èíòåãðàëüíîé ôîðìå è â ôîðìå Ëàãðàíæà.

20. Ñâîéñòâà íîðìû â Rm. Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè
íåñêîëüêèõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

21. Ñóùåñòâîâàíèå, íåïðåðûâíîñòü è äèôôåðåíöèðóåìîñòü íåÿâíîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ
äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.

22. Äèôôåðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ èç Rm â Rn. Ìàòðèöà ßêîáè. Êðèòåðèé äèôôåðåí-
öèðóåìîñòè îòîáðàæåíèÿ èç Rm â Rn. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè, íåïðåðûâíîñòè è äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè íåÿâíîãî îòîáðàæåíèÿ.

23. Îòîáðàæåíèÿ ñ íå ðàâíûì íóëþ ÿêîáèàíîì. Ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè. Òåîðåìà î
ôóíêöèîíàëüíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû ôóíêöèé.

24. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê óñëîâíîãî ýêñòðåìó-
ìà äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòå-
ëåé Ëàãðàíæà.
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