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ËÈÍÅÉÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ È ÃÅÎÌÅÒÐÈß
ïðîô. Å. Ã.Ñêëÿðåíêî

1/2 ãîäà, 1 êóðñ, 2 ñåìåñòð.

1. Ëèíåéíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, ïðèìåðû. Ïîäïðîñòðàíñòâà, ëèíåéíûå îáîëî÷êè.
2. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü. Ïðèçíàêè çàâèñèìîñòè, ñâÿçàííûå ñ ðàçëîæå-

íèÿìè âåêòîðîâ. Ñâîéñòâà ðàçëîæåíèé ïî ëèíåéíî íåçàâèñèìûì âåêòîðàì.
3. Ðàíã ìíîæåñòâà âåêòîðîâ è åãî ñâîéñòâà. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, áàçèñû, êîîðäè-

íàòû.
4. Òåîðåìû îá èçîìîðôèçìå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
5. Ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ. Ðàçìåðíîñòü ñóììû.
6. Ïðÿìûå ñóììû äâóõ è áîëåå ïîäïðîñòðàíñòâ. Âíåøíÿÿ ïðÿìàÿ ñóììà.
7. Àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà, èõ îäíîðîäíîñòü. Êîîðäèíàòíûé ðåïåð, êîîðäèíàòû âåêòîðîâ

è òî÷åê.
8. Ïåðåõîä ê íîâûì êîîðäèíàòàì â àôôèííîì è âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâàõ, ìàòðèöà ïåðå-

õîäà. Ñâÿçü ñòàðûõ è íîâûõ êîîðäèíàò òî÷åê è âåêòîðîâ (â òîì ÷èñëå â òåíçîðíîé çàïèñè).
9. Ïîäïðîñòðàíñòâà àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Ïàðàëëåëå-

ïèïåäû.
10. Àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà êàê ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåì óðàâíåíèé.
11. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå.
12. Äåëåíèå ïàðû òî÷åê â äàííîì îòíîøåíèè. Êîîðäèíàòû äåëÿùåé òî÷êè.
13. Òåîðåìû îá èçîìîðôèçìå äëÿ àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ (â òîì ÷èñëå â òåðìèíàõ îòíî-

øåíèÿ òî÷åê). Ýêâèâàëåíòíîñòü ïîíÿòèé àôôèííîãî è âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
14. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ. Åâêëèäîâû âåêòîðíûå è òî÷å÷íûå ïðîñòðàíñòâà.

Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ.
15. Îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû è ðåïåðû. Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè.
16. Òåîðåìû îá èçîìîðôèçìå äëÿ åâêëèäîâûõ âåêòîðíûõ è òî÷å÷íûõ ïðîñòðàíñòâ. Ñëåä-

ñòâèÿ: äëèíà âåêòîðà è ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè, íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà, óãîë ìåæäó
âåêòîðàìè, ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ, òåîðåìà Ïèôàãîðà, íåðàâåíñòâî
Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. Ïðèìåðû. Èçîìîðôèçìû êàê èçîìåòðèè.

17. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ïîäïðîñòðàíñòâó, åãî ñâîéñòâà. Óãîë âåêòîðà ê ïîäïðî-
ñòðàíñòâó. Óäàëåííîñòü âåêòîðà îò ïîäïðîñòðàíñòâà.

18. Ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà ïîäïðîñòðàíñòâî. Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå. Ìåòîä íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ ðåøåíèÿ ïåðåîïðåäåëåííûõ ñèñòåì óðàâíåíèé.

19. Íîðìàëüíûé âåêòîð ãèïåðïëîñêîñòè. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ãèïåðïëîñêîñòè, ìåæäó
ïàðàëëåëüíûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè.

20. Îïðåäåëèòåëü Ãðàìà è åãî ñâîéñòâà.
21. Îáúåì k-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà. Îáúåì è îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïåðåõîäà (ïðè

k = n).
22. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ìàòðèöà è àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû

ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.
23. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé. Êîìïîçèöèÿ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé,

ìàòðèöà êîìïîçèöèè.
24. Ðàçìåðíîñòü ÿäðà è îáðàçà îòîáðàæåíèÿ. Óñëîâèÿ èçîìîðôèçìà.
25. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû, èõ àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû. Çàâèñèìîñòü ìàòðèöû îïåðàòîðà

îò áàçèñà (â òîì ÷èñëå â òåíçîðíîé çàïèñè).
26. Êîëüöî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Èçîìîðôèçìû êîëüöà ìàòðèö. Ìíîãî÷ëåíû îò îïåðà-

òîðîâ. Íåâûðîæäåííûå îïåðàòîðû (ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà)
27. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, âëèÿíèå íà âèä ìàòðèöû îïåðàòîðà. Íàëè÷èå èíâà-

ðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿ ïîëåé äåéñòâèòåëüíûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ñòóïåí÷àòûé
âèä ìàòðèöû îïåðàòîðà.

28. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà. Ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà.
Ñóììû ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.
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29. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì îïåðàòîðà, èíâàðèàíòû. Óðàâíåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ.

30. Êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî ÷èñëà è ðàçìåðíîñòü ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Óñëîâèÿ
äèàãîíàëèçèðóåìîñòè ìàòðèöû îïåðàòîðà.

31. Ïîëèíîìû, àííóëèðóþùèå îïåðàòîð. Òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè.
32. Âûðîæäåííîñòü îïåðàòîðà, ñëóæàùåãî ìíîæèòåëåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà îò

îïåðàòîðà.
33. Ðàñïàäåíèå ïðîñòðàíñòâà â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, îòâå÷àþùåå

ðàñïàäåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà íà âçàèìíî ïðîñòûå ìíîæèòåëè.
34. Ìèíèìàëüíûé àííóëèðóþùèé ïîëèíîì, åãî âèä ïî îòíîøåíèþ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó.
35. Êîðíåâûå âåêòîðû îïåðàòîðà è êîðíåâûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà.
36. Íîðìàëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû îïåðàòîðà íà êîðíåâîì ïîäïðîñòðàíñòâå. Æîðäàíîâà

ôîðìà ìàòðèöû îïåðàòîðà. Âèä ìèíèìàëüíîãî ïîëèíîìà.
37. Êîìïëåêñèôèêàöèÿ âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà, ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ è îïåðàòî-

ðà.
38. Íîðìàëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû âåùåñòâåííîãî îïåðàòîðà.
39. Ìàòðè÷íàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé è æîðäàíîâà ôîðìà.
40. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ, ñâÿçü ñ îòíîøåíèåì

òðåõ òî÷åê. Àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèé. Àôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïîíÿòèå
îá àôôèííîé êëàññèôèêàöèè ôèãóð.

41. Ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèé. Ïîëóëèíåéíûå ôóíêöèè. Ñîïðÿæåííûå áàçèñû,
ìàòðèöû ïåðåõîäà. Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ëèíåéíûõ (ïîëóëèíåéíûõ) ôóíêöèé ïðè çà-
ìåíå áàçèñà.

42. Âçàèìíàÿ ñîïðÿæåííîñòü ïðîñòðàíñòâà è ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ (ïîëóëèíåéíûõ)
ôóíêöèé íà íåì. Âçàèìíàÿ ñîïðÿæåííîñòü áàçèñîâ.

43. Îòîáðàæåíèÿ è îïåðàòîðû ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ, äóàëüíûå ê îòîáðàæåíèÿì è
îïåðàòîðàì îñíîâíûõ ïðîñòðàíñòâ. Âçàèìíàÿ äóàëüíîñòü.

44. Áèëèíåéíûå è ïîëóòîðàëèíåéíûå ôóíêöèè, çàïèñü ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðîâ. Âåê-
òîðíûå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé. Áàçèñíûå ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå áàçèñó îñíîâíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà.

45. Çàâèñèìîñòü ìàòðèöû áèëèíåéíîé (ïîëóòîðàëèíåéíîé) ôóíêöèè îò áàçèñà (â òîì ÷èñ-
ëå â òåíçîðíîé çàïèñè). Ðàíã ôóíêöèè.

46. ßäðà áèëèíåéíîé (ïîëóòîðàëèíåéíîé) ôóíêöèè, èõ ðàçìåðíîñòü. Íåâûðîæäåííûå
ôóíêöèè.

47. Åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà áèëèíåéíûõ (ïîëóòîðàëèíåéíûõ) ôóíêöèé
ïðîñòðàíñòâó ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé îñíîâíîãî ïðîñòðàíñòâà â ñîïðÿæåííîå.

48. Ñèììåòðè÷íûå, êîñîñèììåòðè÷íûå è ýðìèòîâû ôóíêöèè. Ñîâïàäåíèå ÿäåð.
49. Îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ è ïîäïðîñòðàíñòâ îòíîñèòåëüíî ñèììåòðè÷íûõ êîñîñèì-

ìåòðè÷íûõ è ýðìèòîâûõ Ôóíêöèè. Ðàçìåðíîñòü è ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ.
50. Íîðìàëüíûé âèä ñèììåòðè÷íîé, êîñîñèììåòðè÷íîé è ýðìèòîâîé ôóíêöèé.
51. Åäèíñòâåííîñòü íîðìàëüíîãî âèäà ôóíêöèé. Çàêîí èíåðöèè äëÿ ñèììåòðè÷íîé (ýð-

ìèòîâîé) ôóíêöèè íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ (êîìïëåêñíûõ) ÷èñåë.
52. Êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè, ñâÿçü ñ áèëèíåéíûìè è íîðìàëüíûé âèä. Ïðèâåäåíèå ê íîð-

ìàëüíîìó âèäó ìåòîäîì âûäåëåíèÿ ïîëíûõ êâàäðàòîâ.
53. Òåîðåìà ßêîáè è ìåòîä Ãðàìà ïðèâåäåíèÿ ê íîðìàëüíîìó âèäó.
54. Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ñèììåòðè÷íûå è ýðìèòîâû Ôóíêöèè. Êðèòåðèé Ñèëüâå-

ñòðà.
55. Ñèììåòðè÷íûå, àíòèñèììåòðè÷íûå è ýðìèòîâû ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ. Ïñåâäîåâ-

êëèäîâû, ýðìèòîâû è ñèìïëåêòè÷åñêèå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, Òåîðåìû îá èçîìîðôèçìå.
Îðòîíîðìèðîâàííûå è ñèìïëåêòè÷åñêèå áàçèñû.

56. Åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîåìó ñî-
ïðÿæåííîìó. Îáùèé âèä ëèíåéíîé (ïîëóëèíåéíîé) ôóíêöèè. Èçîòðîïíûå âåêòîðû è ïîä-
ïðîñòðàíñòâà ïñåâäîåâêëèäîâà è ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâ. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü îðòîãî-
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íàëüíûõ íåèçîòðîïíûõ âåêòîðîâ. Îïðåäåëèòåëü Ãðàìà. Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè. Ñâîéñòâà
îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ.

58. Ñèìïëåêòè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ãàìèëüòîíîâû áàçèñû. Èçîòðîïíûå ïîä-
ïðîñòðàíñòâà.

59. Óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî. Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. Íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíè-
êà.

60. Îðòîãîíàëüíûå, ïñåâäîîðòîãîíàëüíûå, óíèòàðíûå, ïñåâäîóíèòàðíûå è ñèìïëåêòè÷å-
ñêèå ìàòðèöû. Ñïåöèàëüíûå ëèíåéíûå ãðóïïû.

61. Îïåðàòîðû, ñîõðàíÿþùèå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (îðòîãîíàëüíûå, ïñåâäîîðòîãî-
íàëüíûå, óíèòàðíûå, ïñåâäîóíèòàðíûå è ñèìïëåêòè÷åñêèå), èõ ìàòðèöû. Ñâîéñòâà èíâàðè-
àíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Èçîìåòðèè. Ãðóïïû îïåðàòîðîâ.

62. Êàíîíè÷åñêèé âèä îðòîãîíàëüíîãî è óíèòàðíîãî îïåðàòîðîâ, åãî åäèíñòâåííîñòü. Ñîá-
ñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ òî÷å÷íûõ ïðîñòðàíñòâ.

63. Ãðóïïû O(1), O(2), U(1), Sp(2), O(1, 1). Ïñåâäîâðàùåíèÿ ïëîñêîñòè, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ
òðèãîíîìåòðèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. Òðåõìåðíîå ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

64. Îâåùåñòâëåíèå êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïñåâäîåâêëèäîâà è ñèìïëåêòè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðû, îïðåäåëÿåìûå ýðìèòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

65. Îâåùåñòâëåíèå îïåðàòîðîâ. Ãðóïïà U(p, q) êàê O(2p, 2q) ∩ Sp(2p + 2q).
66. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿð-

íûì ïðîèçâåäåíèåì. Ñâÿçü ñ äóàëüíûì îïåðàòîðîì ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñâîéñòâà
ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ. Ñîïðÿæåííûå ê îïåðàòîðàì, ñîõðàíÿþùèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå.

67. Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû â åâêëèäîâîì è óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâàõ, êàíîíè÷åñêèé
âèä. Ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ïîäïðîñòðàíñòâ.

68. Ïîëÿðíûå ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðà â êîìïîçèöèè ñàìîñîïðÿæåííûõ è îðòîãîíàëüíûõ
(óíèòàðíûõ).

69. Áèëèíåéíûå è ïîëóòîðàëèíåéíûå ôóíêöèè íà ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì. Åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà òàêèõ ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâó îïåðàòîðîâ.

70. Êàíîíè÷åñêèé âèä ñèììåòðè÷íîé (ýðìèòîâîé) ôóíêöèè íà åâêëèäîâîì (óíèòàðíîì)
ïðîñòðàíñòâå. Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà
â òî÷å÷íîì ïðîñòðàíñòâå.

71. Èíâàðèàíòû ïàðû êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, îäíà èç êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.
Ïîèñê êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà.

72. Òåíçîðû. Ïðèìåðû. Òåíçîðû è ïîëèëèíåéíûå ôóíêöèè. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà òåí-
çîðîâ.

73. Óìíîæåíèå òåíçîðîâ. Àëãåáðà òåíçîðîâ. Áàçèñû è êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâàõ òåí-
çîðîâ.

74. Îïåðàöèÿ ñâåðòêè, åå ñâîéñòâà. Ïðèìåðû.
75. Îïóñêàíèå è ïîäúåì èíäåêñîâ òåíçîðà â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.
76. Ñèììåòðèÿ è êîñàÿ ñèììåòðèÿ òåíçîðîâ è èõ êîîðäèíàò. Îïåðàöèè ñèììåòðèðîâàíèÿ

è àëüòåðíèðîâàíèÿ òåíçîðîâ è èõ ñâîéñòâà.
77. Êîñîñèììåòðè÷íûå òåíçîðû. Îïåðàöèÿ âíåøíåãî óìíîæåíèÿ, ñâîéñòâà.
78. Ïðîñòûå ïîëèâåêòîðû (è êîñîñèììåòðè÷íûå ôóíêöèè), èõ êîîðäèíàòû. Ïðèìåðû.

Ïëþêêåðîâû êîîðäèíàòû ïîäïðîñòðàíñòâà.
79. Ïðîñòîòà ïîëèâåêòîðîâ (è êîñîñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé) âàëåíòíîñòè n− 1.
80. Áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïîëèâåêòîðîâ (êîñîñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé).
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